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Abb. 1 Ausspiralen aus der Erdumlanf-
bahn (li)) und Flug zur Venus (re.): Start
am 6, 11. 92, Verlassen der Erdumlauf-
bahn am 10. 11. 82, Ankunft an der Venus
am 22. 12.93; m(t) = 0,362, Die dreidi-
mensionale Flugbahn wurde vollstindig

N s

10.11.92 ‘s~ 22,1293 und in einem Stiick optimiert, relative

Genanigkeit <1078,

Als Ergebnis der Optimietung zeigt sich, daB die geforderte Mission mit einem sehr einfachen und billigen
Tricbwerkssystem durchfithrbar ist. Die Eckdaten der in Abb. I dargestellten Mission lauten: m, = 250 kg, Treibstoffver-
brauch 159,5 kg; 1 Feststofftriebwerk f, = 300 N (1 Ziindsequenz) und 1 Mono-Hydrazintriebwerk £, = 20 N, max.
Schubdauver =£2,3-107*- (¢ — o)

Die Optimierong zeigt erstmalig in dieser Form, dal} es besser ist, sich mit dem Steuertriebwerk teilweise aus der
Erdumlaufbahn herauszuspiralen und erst beim letzten Perigiumsdurchgang den Feststoffimotor zu zinden (sog. ,inverse
Schubsequenz®; ingenieurmifig iiblich ist Ziindung des Feststoffmotors am Anfang). Diese neu entwickelte Subsequenz
fithrt zusédtzlich zu einer Reduktion des Treibstoffverbrauchs um mehr als 15%.
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b
Let us consider an optimal control problem J = min | L(y(t), u{¢), ) d¢ subject to a system of differential equations

50 = g} u(®), O with y = (v, . v)S 4 = {4y, s )",  bounded, L R"xR"xR - Rand g: R*xR"xIR > R". L
and g are assumed to be continuously differentiable.
If the Jacobian g, := (0g;/0u;)} ;- is regular, we obtain

d -
O'(u, ) t) = &( ugu ) Ly + Lugu 1gy = 0 (1}

in subarcs where the control is free, i.e. not at the boundary of the control space This relation is valid as o is related to
the Hamiltonian H:= L + A"g via

d
o (Heo 1) = olu, y.t). )
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Therefore, equation (1) corresponds to the classical condition dH,/dt = 0 (as H, = 0). This condition, however, is obtained
only under sufficient smoothness assumptions on the model functions. In some applications, however, the model functions may
change in a non-differentiable way with the state variables. Then the following generalizations by Theorems | and 2 are required. -

Theorem 1: Let #4: R — IR” be the optimal solution of the variational problem

min Jiy},  JDle=§ L(y,p. 9 de. @

¥

The functions L: R" x R* xR — R and L; are assumed to be continuously differentiable in a neighborhood of (1,(£), no(1), §)
Sor all tela, b] with one exception: DL[Oy, and OLy/Qy; need not exist for y(t) = no(t). But then at least the one sided -
limits for h | 0 and h 1 0 of 8L, + he,, 1y, )/0y, and OL{no + hey, 1y, 1[0y, are assumed to exist. Then, for i=1,....n
the following necessary conditions hold:

|
f?
|

. d
lim ('& Lﬁa(’?o + he, Hos 5 — Ly‘-(f’lo + he,, fio, f)) =0

k1O

. (d .
lim (El_t L}"-‘(}TO + heis Mgs t) Ly.(’?() + heu 710, t}) ;

o
Note that if dLy(n,#, f)/dt — L1, #,t) is continuous, the inequalities (4) are equivalent to the well-known
Euler-Lagrange equation,
Theorem 2: Let 5, g R — R” be the optimal solution of the optimal control problem
B o
minJiul,  Jul= ] LiwOde, sty = 0w, OF

The functions L, L,, g, and g, are assumed to be continuously differentiable except with respect to y for y(t) = nolf) where
only the one-sided limits are assumed to exist and g, e R"*" is assumed to be regular. Then, for i = 1, ..., n, the following =
necessary conditions hold on subarcs where the control is free:

i ,(utg, o + he, 1) 5 0 < Uim oo, 1o + hes, 1) OF
B0 hto
Under the assumption that u is free at time £, this condition can a priori determine the state variables y(t,) and the:

where e; is the i-th canonical unit vector. }
1
!
1
boundary value problem can therefore be decoupled at ¢, }

Example: The hydroelectric power plant described in {1] leads to the optimal control problem

min — g 5 y@Oul®) o), y@)de, g =981m/s,

v, 3{0)

ar(y)

with the dynamic eguation y{1) = (S(v(£).,1) — u(t) / L the boundary conditions y(0) = y,, and the constraints..
A4

Vi = 126 Im] £ y(6) = 149 Im) = Ynap, 0 < ulf) < 107 fm3/s]. Z(#) describes the influx of water which might be known
only a few hours in advance. W(y) is the capacity of the pipeline. The functions W, e and I are smooth. But the function
S defined by S(y, t) = min {Z(1), W(y)} is not differentiable with respect to y.

For a given time t, when the optimal control is free, ie, singular in this case, we examine ¢ and look for rools ©
¢ = 0 or, more general according to Theorem 2, the points where o does change its sign.

Fig. 1. An example of a(u, ¥, £}
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For a fixed ¢ = i, the equation a(y, y, t,) = 0 defines a non-linear curve in the (i, y)}-space. Thereby y(t,) and u(ty)
t uniquely determined.
Another possibility is that ¢ may change its sign at a discontinuity. In the example of the hydroelectric power plant
biem S does not depend on u. Therefore ¢ has a discontinuity in a region that is orthogonal to the state space. The
e variables y(t} = y*(t,;) are determined if there is no root of ¢ in the feasible region of the constraints and problem
ecouples at f, into two problems.

Multiple decoupling allows us to find the optimal solution of problem (7) in {2] over long time periods although
t) might only be known for the very soon future.
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1. Einleitung

2 Bei der Behandlung von Steuerungsproblemen mit Zustandsbeschriankungen treten nicht selten erhebliche Schwierigkeiten

'5 in der Beurteilung der Bxistenz optimaler Prozesse und bei deren numerischer Berechnung auf. Zur Uberwindung der

ersten Schwierigkeiten schlug L. C. Young 1969 in [6] vor, in Weiterverfolgung des 20. Hilbertschen Problems den

. Lésungsbegriff zu erweitern durch Ubergang zu ,,generalized curves” und ,,generalized flows“. Die numerischen Konzepte

) dieses Zugangs wurden spiiter durch F. J. Rusio 1986 [5] geschaffen unter Einsatz semi-infiniter linearer Optimierungs-

methoden. Im nachfolgenden soll eine eigenstidndige Modifikation dieser Ideen vorgestelit werden, die bereits in den

Arbeiten [2], [3] des Verfassers ihren Anfang fanden und heufe numerisch erprobt vorliegen. Diese Modifikation wird

. demonstriert an parametrischen Variationsproblemen einfacher Integrale und ihiren zugeordneten Ersatzaufgaben in Gestalt
' von FluBproblemen.

2. Formulierung des Flufiproblems

Es sei £ ein beschrinktes Lipschitzgebiet des E", r eine reelle Funktion auf Q x E”, r(, v) summierbar auf Q, r(, -} streng

konvex und positiv homogen ersten Grades und schlieBlich existiere eine Konstante m > O mit r(t, v) = m|o| fiir alle v € E".

a sei ein vorgegebenes Mab auf der ¢-Algebra aller Lebesgue-mefibaren Teilmengen e von £2, das der Ausgeglichenheits-

bedingung | da(t) = 0 geniigt und mit a(e) den ,,Bedarf™ der Menge e charakterisiert. Wir ordnen jedem parametrischen
2

Variationsproblem

T
J r(n(7), #(x)) dr - Min bzgl aller ne W10, T) Py

mit #(t)e 2 und Randbedingungen 5{0) = a, #(T) = b ein FluBproblem zu, indem die Trajektorien y = n{z) durch
vektorielle Mengenfunktionen p beschrinkter Variation von Transportfliissen ersetzt werden, die einer gewissen ,,Kon-

tinuitdtsgleichung® geniigen, welche den stromartigen Zusammenhang dieser Fliisse sichert. Das zugeordnete Flufiproblem
lautet

[rtdu@)=  swp [ () dut) > Min ®)
Q el () fiir atle veEr R
u? (or(, v)
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